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RÉSUMÉ. A topological space is locally equiconnected if there exists a 
neighborhood U of the diagonal in X x X and a continuous map A : 
U x [0, 1] — >• X such that X(x, y, 0) = x, X(x, y, 1) = y and X(x, x,t) — x 
for (x, y) £ U and (x,t) £ X x [0, 1]. This class contains ail ANRs, ail 
locally contractible topological groups and the open subsets of convex 
subsets of linear topological spaces. In a séries of papers, we extended 
the fixed point theory of compact continuous maps, which was well deve- 
lopped for ANRs, to ail separeted locally equiconneced spaces. This ge- 
neralization includes a proof of Schauder's conjecture for compact maps 
of convex sets. This paper is a survey of that work. The generalization 
has two steps, which needs entirely différent methods : the metrizable 
case, and the passage from the metrizable case to the gênerai case. The 
metrizable case is, by far, the most dimcult. To treat this case, we intro- 
duced in [4] the notion of algebraic ANR. Since the proof that metrizable 
locally equiconnected spaces are algebraic ANRs is rather difficult, we 
give here a detailed sketch of it in the case of a compact convex subset 
of a metrizable t.v.s.. The passage from the metrizable to the gênerai 
case uses a free functor and représentations of compact spaces as inverse 
limits of some spécial inverse Systems of metrizable compacta. 



1. Introduction 

Soit / = [0, 1] . Un espace topologique X est dit uniformément localement 
contractile, ou ULC, s'il existe un voisinage U de la diagonale de X x X et 
une fonction continue À : U x I — > X vérifiant X(x, y, 0) = x, X(x, y, 1) = y 
et X(x, x,t) = x pour (x, y) £ U et (x, t) G X x I. Si une telle fonction 
existe sur X x X x J, alors X est dit uniformément contractile, ou UC. La 
classe des espaces ULC contient tous les sous-ensembles convexes des e.v.t., 
tous les groupes topologiques localement contractiles et tous les rétractes de 
voisinages de tels espaces. En particulier, tout rétracte absolu de voisinage 
est ULC, mais l'exemple construit dans [1] montre que les espaces ULC 
métrisables ne sont pas tous des rétractes absolus de voisinage. 

La théorie des points fixes des applications compactes (univoques ou mul- 
tivoques) est bien développée dans la classe des rétractes absolus de voi- 
sinage et dans celle des e.v.t. localement convexes. Malheureusement, les 
démonstrations utilisées dans ces deux classes ne s'appliquent pas à tous les 
espaces métriques linéaires, car elles emploient des propriétés de prolonge- 
ment ou d'approximation des applications compactes que, comme le montre 
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l'exemple de [1], ne possèdent pas tous les espaces métriques linéaires. Il 
est cependant possible d'étendre aux espaces ULC tous les théorèmes de 
point fixe connus pour les applications compactes dans les rétractes ab- 
solus de voisinage, et le but de cet article est d'expliquer comment faire 
systématiquement cette extension. 

Selon un schéma introduit dans [2], la démonstration d'un résultat de 
point fixe pour les applications compactes dans les espaces ULC se fait en 
deux étapes, qui nécessitent des techniques complètement différentes : le cas 
des espaces métrisables et le passage du cas métrisable au cas général. 

Le cas métrisable est la partie la plus délicate. L'approche utilisée dans [2] 
est à oublier, étant avantageusement supplantée par la théorie des rétractes 
absolus de voisinage algébriques développée dans [4] , qui fournit des résultats 
beaucoup plus forts (il y a d'ailleurs une erreur dans la démonstration du 
lemme 3 de [2], qu'il n'y a plus de raison de corriger, vu la supériorité de la 
nouvelle approche) . La théorie des rétractes absolus de voisinage algébriques 
permet aussi de comprendre pourquoi les espaces métriques linéaires ont la 
propriété du point fixe pour les applications compactes alors que ce ne sont 
pas nécessairement des extenseurs pour la classe des compacts métrisables : 
c'est une manifestation des différences de propriétés entre les groupes d'ho- 
mologie et ceux d'homotopie ! La définition et les principales propriétés des 
rétractes absolus de voisinage algébriques seront rappelées à la section 2. 
Dans les rétractes absolus de voisinage algébriques, il est naturel d'étudier 
les points fixes des fonctions continues par l'intermédiaire des morphismes 
qu'elles induisent sur le complexe des chaînes singulières. L'existence de 
supports bien définis pour les chaînes singulières permet d'introduire une 
notion de point fixe pour les morphismes de chaînes telle que, pour toute 
fonction continue / : X — >■ X, un point de X soit un point fixe de / si, 
et seulement si, c'est un point fixe du morphisme de chaînes induit par /. 
Cette approche a été utilisée dans [5] pour construire l'indice de point fixe 
des fonctions compactes admissibles ; nous l'exposerons à la section 3. A la 
section 4, nous définirons une notion d'approximation des fonctions mul- 
tivoques compactes semi-continues supérieurement par des morphismes de 
chaînes, et la théorie des points fixes des morphismes de chaînes permettra 
d'obtenir des théorèmes de point fixe pour ces fonctions multivoques. 

Le passage du cas métrisable général utilise deux ingrédients. Le 

premier est un foncteur associant à tout compact X un espace uniformément 
contractile U (X) le contenant et ayant la propriété que toute fonction conti- 
nue de X dans un espace UC se prolonge continûment à U(X). Cette 
propriété permet de réduire la démonstration de tout théorème de point 
fixe pour les fonctions compactes (univoques ou multivoques) des espaces 
UC au cas particulier des fonctions envoyant U(X) dans X, X compact. 
Si le théorème qui nous intéresse est déjà démontré por les espaces UC 
métrisables, la vérification de ce cas particulier est simple lorsque le com- 
pact X est métrisable. Le deuxième ingrédient, qui permet de passer des 
compacts métrisables aux compacts arbitraires dans le cas particulier, est 
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un type spécial de systèmes projectifs de compacts métrisables. Ces deux 
ingrédients et la façon de les utiliser seront décrits aux sections 6 et 7. Les 
démonstrations qui suiven t ce plan sont parfois longues, mais mécaniques. 
Nous donnerons un exemple d'une telle démonstration dans la dernière sec- 
tion. 

Si IÀ est un recouvrement ouvert d'un espace X et A un sous-ensemble 
de X, nous posons St(A,U) = [j{U G IÂ \ U n A ^ 0}, et nous définissons le 
recouvrement ouvert St(U) par St(U) = {St(U, U) \ U £U}.Le recouvrement 
de A par les ensembles Af\U avec U £W sera noté U\A. Si U\ et U.2 sont des 
recouvrements ouverts de X\ et X2 respectivement, nous notons IÂ\ x U2 le 
recouvrement de X\ x X2 formé par les ensembles U\ x U2, où U\ appartient 
à 1Â\ et U2 à U.2- 

Npous notons \K\ la réalisation géométrique du complexe simplicial K. 
Si a, a' sont deux simplexes de K, la notation a < a' signifie que a est 
une face de u' et a < a' que a est une face propre de a' . Si les sommets 
i>o, • • • , v k de K engendrent un simplexe, nous notons [vo, . . . , Vk] ce simplexe 
et \vq, . . . ,Vk\ sa réalisation géométrique. La subdivision barycentrique de 
K est notée K'. Pour tout simplexe a de K, nous notons b a son barycentre 
et Tr g le sous-complexe de K' formé des simplexes [b ao ,b ak ] tels que 
a < a < ■ ■ ■ < a k . 

2. LES RÉTRACTES ABSOLUS DE VOISINAGE ALGÉBRIQUES 

Soit R un anneau unitaire. Pour tout espace topologique X, nous notons 
S(X, R) le complexe des chaînes singulières de X à coefficients R, H(X, R) 
son groupe gradué d'homologie et H (X, R) son homologie réduite. Pour 
tout sous-ensemble A de X, nous identifions S(A,R) à un sous-complexe 
de S(X,R). Si / : X — » Y est une fonction continue, nous notons /# : 
S(X,R) -> S(Y,R) et /* : H(X,R) -> H(Y,R) les morphismes qu'elle 
induit. Nous identifions chaque simplexe singulier a de X à l'élément l.cr 
de S(X,R), et notons ||c|| le support d'une chaîne c G S(X,R). Si W est 
un recouvrement ouvert de X, nous notons S(X,U,R) le sous-complexe 
de S(X, R) engendré par les simplexes singuliers dont l'image est contenue 
dans un élément de U. Il existe (voir [11]) un morphisme de chaînes Sd : 
S(X,R) —ï- S(X,U,R), appelé un opérateur de subdivision, égal à l'identité 
sur S(X, U, R) et vérifiant | \Sd(c) \\ C | |c| | pour toute chaîne c G S(X, R) ; en 
outre, il existe une homotopie h entre l'identité de S(X, R) et Sd telle que 
||/i(c)|| C ||c|| pour toute chaîne c. En particulier, l'inclusion de S(X,U,R) 
dans S(X, R) induit un isomorphisme sur l'homologie, par lequel nous iden- 
tifions l'homologie de S(X,U, R) à H(X, R) et, si tp : S(X,U, R) -> S(X, R) 
est un morphisme de chaînes, nous regardons l'homomorphisme 99* qu'il 
induit sur l'homologie comme un endomorphisme de H(X,R). 

Pour tout complexe simplicial K, nous notons C(K,R) le complexe des 
chaînes orientées de K à coefficients R (voir [11]), C q (K,R) le groupe des 
g-chaînes de ce complexe et H(K, R) son groupe gradué d'homologie. Pour 
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tout q > 0, nous identifions C g (K,R) au R- module libre engendré par les 
g-simplexes de K en fixant un générateur a de Cdimo-(c, R) pour chaque 
simplexe a de K. Le symbole a désignera donc à la fois un simplexe de K 
et l'élément correspondant de C(K,R). 

Tous les complexes de chaînes utilisés dans cet article sont naturellement 
augmentés, et tous les morphismes de chaînes entre deux tels complexes 
seront supposés préserver l'augmentation. 

La définition des rétractes absolus de voisinage algébriques est un ana- 
logue de la caractérisation de Lefschetz des rétractes absolus de voisinage 
([10], théorème 4.1, p 122) dans laquelle les réalisations des complexes sim- 
pliciaux relativement à un recouvrement ouvert, qui sont des fonctions, sont 
remplacées par des réalisations algébriques, qui sont des morphismes de 
chaînes. 

Définition 1. Soient X un espace topologique, IÀ un recouvrement ouvert 
de X et K un complexe simplicial. Une réalisation algébrique partielle de K 
relativement à U est la donnée d'un sous- complexe L de K contenant tous 
les sommets de K et d'un morphisme de chaînes fi : C(L,R) —s- S(X, R) tel 
que, pour tout simplexe a de K , il existe un élément de IA contenant \ \^{t)\\ 
pour toute face r de a appartenant à L. Si L = K, la réalisation algébrique 
est dite complète. 

Définition 2. Un espace métrisable X est appelé un rétracte absolu de 
voisinage algébrique, ou RAV algébrique, si, pour tout recouvrement ouvert 
IÀ de X, il existe un recouvrement ouvert V de X qui est plus fin que U et tel 
que, pour tout complexe simplicial K , toute réalisation algébrique partielle 
de K relativement à V se prolonge en une réalisation algébrique complète 
de K relativement à U. 

La définition d'un RAV algébrique dépend de l'anneau R de coefficients. 
Lorsque nous voudrons préciser cet anneau, nous parlerons d'un i?-RAV 
algébrique. 

Pour l'étude des RAV algébriques, il est avantageux d'utiliser aussi cer- 
tains CW-complexes particuliers. Par une cellule d'un CW-complexe M, 
nous entendrons toujours un sous-ensemble fermé de M, et nous noterons 
a l'intérieur formel de la cellule a. Si M est un CW-complexe, nous no- 
tons C(M,R) le complexe des iî-chaînes cellulaires de M. C'est un mo- 
dule libre ayant une base en correspondance biunivoque avec les cellules 
de M, le générateur correspondant à une cellule a de M appartenant à 
Hdima(o~,à,R) ; nous supposerons toujours avoir fixé une telle base, et no- 
terons le générateur correspondant à la cellule a par la même lettre. Nous 
dirons qu'un CW-complexe M est spécial si toutes ses cellules sont des sous- 
complexes et s'il admet une subdivision simpliciale. Les notions de sommet 
et de face d'une cellule ont un sens pour tout CW-complexe spécial, donc 
la définition d'une réalisation algébrique (partielle) relativement à un recou- 
vrement ouvert s'applique aussi aux CW-complexes spéciaux. Il est prouvé 
au lemme 1 de [4] que si le recouvrement ouvert V vérifie la condition de 
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la définition 2 relativement au recouvrement ouvert IÀ et à tout complexe 
simplicial, alors il vérifie aussi cette condition relativement au recouvrement 
St(U) et à tout CW-complexe spécial. Il est donc possible, pour définir les 
RAV algébriques, d'utiliser aussi bien les CW-complexes spéciaux que les 
complexes simpliciaux. Les CW-complexes spéciaux se rencontrent naturel- 
lement de deux façons : 

I) Si M est un CW-complexe spécial, alors Mxl est un CW-complexe spécial 
de cellules ao = a x {0}, o\ = a x {1} et aj = a x I, où a parcourt les cellules 
de M. Nous choisissons les générateurs ctq, ai et 07 correspondant à ces 
cellules de façon que la projection envoie ao et a\ sur cr, puis, inductivement 
sur la dimension de cr, de façon que daj = a\—aQ — {da)xI (où, si c = ^ e^cr*, 
alors ex I = Y^ € i cr })- Un morphisme de chaînes (p : C(M x I,R) — > C 
correspond alors à deux morphismes de chaînes ipo, ipi de C(M,R) dans 
C et à une homotopie h entre </?o et cpi (c/?i — (po = dh + hd) définis par 
Vo(c) = ^(fo)) ViC ") = ^(^î) e t h(a) = f(ai). La définition 2, appliquée 
à M x I, permet donc de construire une homotopie entre deux morphismes 
de chaînes ou de prolonger une homotopie algébrique définie sur un sous- 
complexe (un analogue algébrique de la propriété classique d'extension des 
homotopies). 

II) Pour tout espace topologique Y, soit T,(Y) la réalisation géométrique 
(au sens de Giever [8]) du complexe singulier de Y. C'est un CW-complexe 
spécial dont les cellules sont en correspondance biunivoque avec les sim- 
plexes singuliers de Y et dont le complexe cellulaire C(E(Y), R) est naturel- 
lement isomorphe au complexe singulier S (Y, R). Cela permet d'appliquer 
la définition 2 pour construire des morphismes de chaînes sur des sous- 
complexes de S (Y, R) . 

De même que les rétractes absolus de voisinage sont définis en termes 
de rétractions, les RAV algébriques peuvent être caractérisés en termes de 
rétractions algébriques. 

Définition 3. Un sous-espace A d'un espace X est appelé un rétracte de voi- 
sinage algébrique de X s 'il esiste un voisinage U de A dans X, un recouvre- 
ment ouvert U de U et un morphisme de chaînes fi : S(U,U,R) — > S(A,R) 
vérifiant : 

(i) n(c) = cpourceS(A,R)nS(U,U,R), 

(ii) pour tout x £ A et tout voisinage V de x dans A, il existe un voisi- 
nage W dex dans X tel que n(S(W,R) n S(U,U,R)) C S(V,R)E- 

Tout rétracte de voisinage est un rétracte de voisinage algébrique car le 
morphisme r# : S(U, R) — > S (A, R) induit par une rétraction r : U —> A 
vérifie les conditions de la définition précédente. 

Théorème 1. Pour un espace métrisable X, les deux conditions suivantes 
sont équivalentes. 



1. Cette définition dépend aussi de l'anneau R. Nous utiliserons toujours un seul anneau 
à la fois, le même pour les RAV algébriques et pour les rétractions algébriques. 
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(i) X est un RAV algébrique. 

(ii) X est un rétracte de voisinage algébrique de tout espace métrisable 
le contenant comme fermé. 

Il résulte du théorème 1 et de la remarque qui le précède que tout rétracte 
absolu de voisinage est un RAV algébrique, mais la classe des RAV algébri- 
ques est beaucoup plus large que celle des rétractes absolus de voisinage, 
comme le montre en particulie le théorème 3 ci-dessous. 

Le résultat suivant est un analogue de la caractérisation des rétractes 
absolus de voisinage en termes de petites dominations par des complexes 
simpliciaux ([10], théorème 6.3, p 139). Il joue un rôle essentiel dans notre 
approche de l'indice de point fixe. 

Théorème 2. Pour un espace métrisable X, les conditions suivantes sont 
équivalentes. 

(i) X est un RAV algébrique. 

(ii) Pour tout recouvrement ouvert U de X, il existe un recouvrement 
ouvert V de X plus fin que IÀ, un complexe simplicial K , des mor- 
phismes de chaînes V : S(X,V,R) -»• C(K',R), ( : C(K',R) -> 
S(X,R) et une homotopie h : S(X,V,R) —s- S(X,R) entre l'inclu- 
sion et ( o tp vérifiant 

(a) Pour tout V £ V, il existe un simplexe s de K tel que ifj(S(V, R)) 
soit contenu dans C(Tr s, R) [et il y a un élément de U contenant 
V et ||C(t)|| pour tout t € 1rs]. 

(b) ( est une réalisation algébrique complète de K' relativement à 
U. 

(c) Pour tout simplexe singulier a appartenant à S(X,V,R), il 
existe U € U contenant \\t\ \ U ||£ ° VK r )ll U IIM r )ll pour toute 
face t de a. 

En outre 

(d) Si C est un compact fixé de X, ces objets peuvent être choi- 
sis de façon qu'il existe un voisinage O de C dans X et un 
sous-complexe fini L de K' tels que ip(S(X, V, R) PI S(0, R)) C 
C(L,R). 

Ce théorème est prouvé dans [4] sans la deuxième partie (entre crochets) 
de la condition (a), qui n'est pas nécéssaire pour la démonstration de l'impli- 
cation (ii) =>(i). Le fait que la démonstration donnée dans [4] permet aussi 
d'obtenir la deuxième partie de (a) est remarqué dans [5]. 

Le corollaire suivant permet, en particulier de définir le nombre de Lef- 
schetz d'une fonction continue compacte. 

Corollaire. Soient R un anneau nœthérien et X un R-RAV algébrique. 
Pour tout compact C de X, il existe un voisinage O de C dans X tel que 
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l'image de l'homomorphisme de H(0,R) dans H(X,R) induit par l'inclu- 
sion soit engendrée par un nombre fini d 'éléments. 

Théorème 3. Tout espace métrisable ULC est un RAV algébrique. 

La démonstration de ce théorème est longue et délicate. Nous l'esquis- 
serons dans le cas d'un sous-ensemble convexe compact d'un e.v.t. ; ce cas 
particulier contient les idées les plus importantes et les plus originales de la 
démonstration. 



Posons A n = {(i , . . . , t n ) G W l+l \U>0 pour tout i et Ya=o U = !}> et > 
pour tout n > 1, soit \ n : X n+1 x A n — >■ X la fonction continue définie par 



Plongeons X dans le cube de Hilbert Y = fli^i h, où = [0, f] pour 
tout i, muni de la distance définie, pour x = (xi) et y = (y,) par d(x, y) = 
2 _î |xj — yi\. Pour x G X et e > 0, B(x,e) désignera la boule ouverte 
de centre x et de rayon e dans X pour la distance induite par d. Pour n > 1, 
soient y™ = Hr=i ^ e ^ ^ a projection de y sur Y n . 

Nous voulons montrer que X vérifie la condition (ii) du théorème 2. La 
tâche est simplifiée par le lemme 4 de [4] grâce auquel nous n'avons pas à nous 
soucier de construire l'homotopie h. Par compacité, il suffît de considérer 
le cas où, pour e > fixé, U est le recouvrement formé par les boules 
B(x,e), x G X. Puisque \2(x, x, x; to, t±, t-z) = x pour tout x G X et tout 
(to,ti,t2) G A2, nous pouvons trouver < ei < e tel que 

(1) diam X 2 (B(x, ei) 3 x A 2 ) < e/4 pour tout x G X. 

Soit n > tel que 2~ n < ei/8. Il existe (5 > vérifiant 



Soit k > n tel que 2™ +1 ~ fe < <5. Décomposons chaque intervalle Ij en 
2 fe sous-intervalles fermés de longueur 2~ fc , et munissons Y n et y fe des 
décompositions cellulaires produits. Soit N le sous-complexe de Y n formé 
des cellules a telles que p~ l {a) n X / et de toutes les faces de telles 
cellules, et soit M le sous-complexe de Y k formé des cellules r telles que 
Pk 1 ( r ) H X / et de toutes les faces de telles cellules. La restriction à M 
de la projection de Y k sur Y n est une application cellulaire que nous no- 
tons 7r. Si les points (xj) et (yi) appartiennent à une cellule a de N, alors 
\xi — yi\ < 2~ fe pour i < n, d'où 

(3) diamp-V) < 2"™ + 2" fc < 2.2" n pour toute cellule a de X. 
De même, 

(4) diamp^lY) < 2.2~ h pour toute cellule r de M. 

Pour toute cellule a de X, soit M(a) le sous-complexe de M formé des 
cellules r telles que 7t(t) = a et de toutes les faces de telles cellules. M (a) 



n 




(2) 



diamA n+ i(-B(x, 5) n+2 x A n+ i) < ei/2 pour tout x G X. 
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est de la forme M(a) = a x L(a), où L(a) est un sous-complexe de la 
décomposition CW produit de nf=n+i h- Soient Lj, j G J CT , les composantes 
de L(a) ; alors les Mj = a x Lj sont les composantes de M (a). Soit J la 
réunion disjointe des J a , où a parcourt les cellules de N. Si a' est une face 
de a, alors M(a) n7r _1 (o"') est contenu dans M(cr'), de sorte que, pour tout 
j G J a , il existe un unique j' G J a / tel que Mj H 7r _1 (<7') = cr' x Lj C Mj/. 
Nous écrivons j' < j si j' G J CT / et j G J CT avec a' < a et Mj n7r _1 (o" / ) C Mj/. 

L'ensemble des sommets du complexe simplicial K est J et s = [jo, . . . , j m ] 
est un simplexe de K si la numérotation peut être choisie de façon que 
jo < ' ' ' < jm- Si tous les M (a) sont connexes, alors K est isomorphe à 
la subdivision barycentrique de N (qui est un complexe simplicial puisque 
toutes les cellules de K sont convexes). Dans le cas général, la fonction q 
qui fait correspondre à chaque élément de J a le barycentre de la cellule a 
est une application simpliciale de K dans la subdivision barycentrique de N 
dont la restriction à chaque simplexe de K est injective, donc dimK < n. 

Pour construire V, nous avons besoin d'un recouvrement auxiliaire Q = 
{Gj | j G J} indexé par les sommets de K. Pour j G Jo-, p^ 1 (Mj) est contenu 
dans p~ 1 (cr), donc de diamètre inférieur à 2.2~ n d'après (3). Pour j G J a , 
posons dimj = dim cr, et, pour tout entier r > 0, soit J r = {j G J | dimj = 
r}. Les ensembles p^ 1 (Mj) n X avec j dans Jo sont fermés, disjoints et de 
diamètres inférieurs à 2.2~ n , donc nous pouvons trouver une famille {Gj \ j G 
Jo} d'ouverts disjoints de X vérifiant p' k 1 (Mj) D X C Gj et diamGj < 
2.2~ n pour tout j G Jo- Supposant les Gj< construits pour dimj' < r, soit 

°r = Udimf<r G f- Alors {P^^j) n ( X \ °r)\j 6 Jr} est une famille 
finie de fermés disjoints de diamètres inférieurs à 2.2 _n , donc nous pouvons 
trouver une famille {Gj \ j G J r } d'ouverts disjoints vérifiant p'^ 1 (Mj) n(X\ 
O t ) C Gj et diamGj < 2.2~™ pour tout j G J r . Si les Gj sont construits 
avec suffisamment de soin, le nerf de G est un sous-complexe de K. Soit 
1Z l'ensemble des simplexes de K. Pour s = \jo, ■ ■ ■ ,jr] G 7Z, posons V r = 
Gjo H • • • n Gj r . Alors V = {V s \ s G TZ} est le recouvrement cherché de X. 

Le morphisme ip : S(X,V,R) — > C(K',R) est construit de façon que 
tp(S(V s ,R)) C C(Trs,R) pour tout s. Pour tout simplexe s de K, soit d(s) 
la dimension de Tr s. Comme le nerf de G est un sous-complexe de K, si s\ et 
S2 sont deux simplexes distincts de K tels que V Sl n V S2 ^ 0, alors s\ U S2 est 
un simplexe de K et V sl \j S2 G V^. Par suite, si S(V Sl , R) D 5 , (V' S2 , -R) 7^ {0}, 
alors si U S2 est un simplexe de K et nous avons Trsi U S2 C Trsi et 
> d(si U S2) si S2 n'et pas une face de si. L'acyclicité des complexes 
Trs permet alors de construire ip en définissant par récurrence sur d(s) sa 
restriction aux complexes S(V Sl R) dont S(X,V,R) est la somme. 

La construction de Ç : C(K',R) — > S(X,R) est plus compliquée. Nous 
avons besoin de quelques objets auxiliaires : une décomposition CW K de 
\K |0, un sous-complexe Q de M, un CW-complexe P contenant Q et une 

2. Bien que K — \K\, nous utilisons cette nouvelle notation pour distinguer les com- 
plexes cellulaires C(K, R) et C(\K\,R). 
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fonction continue / : P — >■ X. Le morphisme Ç sera donné par une composi- 
tion 

C(K', R) -A C(K, R) A C(P, R) -A S(P, R) A S(X, R) 

Soient j G J et a la cellule de iV telle que j G J a . Pour toute face a' 
de a, soit j(cr') l'élément de J a > tel que Mj n 7r _1 (cr / ) C Mj^, et soit Cj 
le sous-complexe plein de K engendré par les j(cr'), a' < a. L'application 
simpliciale q envoie Cj isomorphiquement sur la subdivision barycentrique de 
a, donc \cj \ est une cellule, et les \cj\, j G J, forment une décomposition CW 
spéciale de \K\, que nous notons K. Pour tout simplexe s' de K', soit |cj( s /)| 

la plus petite cellule de K contenant Soit v : C(K',R) — > C{K,R) un 
morphisme de chaînes tel que v(s') G C(\cjf s i\\,R) pour tout simplexe s' de 
K'. 

Pour j G J, soit Sj le 1-squelette de Lj ; puisque Lj est connexe, Sj aussi. 
Si a est la cellule telle que j G J ff , posons Qj = cr x ; c'est un complexe de 
dimension au plus dim a + 1, donc Q = {Jj^jQj est un sous-complexe de M 
de dimension au plus n + 1. Soit {vj \ j G J} une famille de points distincts 
n'appartenant pas à M. Pour j G J, soit Cj = \J{Qj> \j' < j}, et soit Dj le 
cône de base Cj et de sommet Vj. Pour j' < j, soit E(j',j) le joint de Cj/ et 
du 1-simplexe géométrique \vj'Vj\. Posons 

P = Qu(jDjU \jE(f,j). 

j£j j'<3 

C'est un CW-complexe spécial dont les cellules sont celles de P, les cônes 
de sommet Vj sur les cellules de Cj et les joints de |iyyj| avec les cellules 
de Cj'. Soit jJL : C(P, R) — > S(P, R) un morphisme de chaînes tel que /j(t) G 
S(t, R) pour toute cellule r de P. 

Les cellules de M étant convexes, sa subdivision barycentrique en est 
une triangulation. Nous notons b T le barycentre de la cellule r de M. Pour 
chaque cellule r de M, il existe une cellule r' de M dont r est face et telle que 

Pk ) n X ^ ® ' nxons une telle cellule r' et un point x(t) de 1 (r ) n X. 
Soit t = \b TQ , . . . ,b Tr \ un simplexe de la subdivision barycentrique de Q. 
Pour un point x = Yli=o a ^n ^ e * (( a 0)---) a r) G A r ), posons f(x) = 
J2l=o a i x ( T i)- Pour tout j G J, choisissons une cellule r(j) de Cj et posons 
/(■Uj) = x(r(j)). Tout point y G Dj (resp. z G E(j',j)) peut s'écrire y = 
tox + tifj (resp. z = tox + ti^j + t2Vj>) où x appartient à Cj (resp. Cj') 
et (i ,*i) à Ai (resp. (io,*i,*2) à A 2 ). Posons f{y) = t f(x) +hf(vj) et 
f(z) = tof(x) + t 1 f(v j ) + t 2 f(v j ,). 

Pour tout j G J, posons IL,- = \J- I<: -Dji U Uj"<j'<j ^(j" >j')- C'est un 
sous-complexe de P contenant Qj et j' < j entraîne IL,/ C 11, . Pour tout j, 
nous avons 



(5) 



diam/(IL;) < e/2. 
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En effet, pour j" < j' < j, les intersections Dj n D,y et Dj n E(j",j') 
sont non vides, donc il suffit de vérifier que chacun des ensembles f(Dj) 
et f(E(j',j)) a un diamètre inférieur à e/4. D'après (1), il suffit pour cela 
de constater que les points f(vji), j' < j, et f(x), x G Cj, sont dans la 
boule B(f(vj), ei). Soit cr tel que j G J CT . Alors Cj est contenu dans 7r _1 (cr), 
donc t' n vr _1 (cr) 7^ pour toute cellule r de Cj. Utilisant (3) et (4), nous 
constatons que, si t\ et T2 sont deux cellules de Cj, alors 

cI(x(ti),x(t 2 )) < diamp fe ' 1 (r{) +diamp~ 1 (cr) + diamp^ 1 ^) 

< 2.2"™ + 4.2" fc < 4.2"™ < ei/2. 

Comme r(j') appartient à Cji C Cj pour f < j, nous avons en particulier 
d(f(vj), f{vj>)) < ei/2. Si t = |6 ro , . . . , b Tr \, tq < ■ ■ ■ < r r , est un simplexe de 
la subdivision barycentrique de Cj, nous avons tq C Tq n r[ pour < i < r, 
donc c?(x(to), x(ti)) < 4.2~ k < S d'après (4). Puisque dimQ < n + 1, nous 
avons r < n + 1, et (2) entraîne que le diamètre de f(t) est inférieur à ei/2 ; 
comme f(b TQ ) = x(tq), nous obtenons, pour x G t, 

d(f(vj),f(x)) <d(f( Vj ),x(T ))+d(x(T ),f(x)) <ei. 

Notant Cj le générateur de C(K,R) correspondant à la cellule |cj|, le 
morphisme ê est construit de façon que fî(cj) appartienne à C(Tlj,R). Il ne 
reste plus alors qu'à vérifier la condition (b) et la version de la condition 
(c) dans laquelle l'homotopie h est omise. Si s' est un simplexe de K' et 
|cj( s /)| la plus petite cellule de K contenant \s'\, les constructions précédntes 
garantissent que ((s") appartient à S(f(Hj( s ij), R) pour toute face s" de 
s' ; d'après (5), f(Ujf s /\) est contenu dans une boule B(x,e), d'où (b). Soit 
V s = Gj n • • • n Gj r un élément non vide de V, où s = \jo, ■ ■ ■ ,j r ] (jo < 
• • • < jr) est un simplexe de K, et soit a tel que j r G J CT . Fixons un point 
x s de Gj r n p^ 1 (Mj r ). Si s' est un simplexe de Trs, alors I contient 

l c irl et j r < j(s'), donc ((C(Ti s, R)) est contenu dans S(f(\Jj r< jHj),R) 
et, pour vérifier la version simplifiée de (c), il suffit de montrer que B(x s , e) 
contient V s U /((J r< Ilj). Comme diamGj r < 2.2-™ < e, V s est contenu 

dans B(x s ,e). Soient r une cellule de Cj r et r' telle que x(r) G P^ 1 (t / ). 
Comme p^ n 1 (a) contient x s ainsi que î»^ 1 (r) C P^ 1 (t / ), nous avons 

d(x s ,x(T)) < diamp- 1 ^) +diamp fc 1 (r / ) < 2.2~™ + 2.2~ k < 3.2-™. 

Pour j > j r , ITj contient Hj r et, comme x(r) appartient à f(ILj r ), nous 
obtenons, pour y G Ilj, 

d(x a ,f(y)) < d(x s ,f(U jr )) +diam/(%) 

< d(x s ,x(r)) + e/2 < 3.2 _ " + e/2 < e, 

d'où l'inclusion /(U^^ IIj) C B(x s ,e). 

La construction de $ est le seul point de cette démonstration où il est 
indispensable d'utiliser des morphismes de chaînes plutôt que des fonctions 
continues. En effet, si {H s | s G 1Z} est un recouvrement fermé de X tel que 
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H s C V a pour tout s, on peut trouver une fonction continue g : X — > \K\ 
telle que g(H s ) C | Tr s\ pour tout s. S'il était toujours possible de construire 
une fonction continue a : K — >■ P telle que a(|cj|) C Tlj pour tout j, on 
en déduirait que X est un rétracte absolu de voisinage. Il est instructif de 
comparer les deux cas. Nous sommes dans la situation suivante : à tout j G J 
est associé un sous-complexe Qj de Q de façon que Qj/ C Qj pour j' < j. Les 
complexes Qj sont connexes, mais leurs groupes d'homologie et d'homotopie 
sont a priori arbitraires. Nous voulons construire un CW-complexe P et des 
sous-complexes IL, de P vérifiant Qj C IL,- et IL,/ c Tlj pour j' < j, de 

façon qu'il existe soit une fonction confine a : K — >■ P vérifiant a(|c,|) C IL, 
pour tout j, soit un morphisme de chaînes i? : C(K, R) — > C(P, R) vérifiant 
$(cj) € C(Hj,R) pour tout j. Le reste de la démonstration est ensuite 
adapté à la nature de P. 

Examinons d'abord le cas des fonctions. Si dimj (= dimcj) = 0, envoyons 
\cj\ sur un point de Qj. Si dimj = 1, la connexité du complexe Qj garantit 
que a se prolonge en une fonction de \cj\ dans Qj. Nous pouvons donc 
prendre IL, = Qj pour dimj < 1. Si dimj = 2, a est définie sur le bord de \cj \ 
et à valeurs dans Qj , mais ne se prolonge pas nécéssairement en une fonction 
continue de \cj \ dans Qj ; pour pouvoir la prolonger, nous ajoutons à Qj des 
cônes sur des sous-ensembles de Qj , ce qui définit le complexe IL,- . Si dim j = 
3, a est définie sur le bord de \cj\ et à valeurs dans Zj = Qj U Uj'<j et, 
pour pouvoir la prolonger, nous construisons Ilj en ajoutant à Zj des cônes 
sur certains sous-ensembles de Zj ; cette opération introduit des cônes sur des 
sous-ensembles qui sont eux-mêmes des cônes, c'est à dire des joints de sous- 
ensembles de Qj avec des 1-simplexes. Cette opération se répète à chaque 
étape : pour construire la restriction de a à une cellule \cj\ de dimension 
r, nous devons ajouter à Qj des joints de sous-ensembles de Qj avec des 
(r — l)-simplexes. La dimension maximale des simplexes avec lesquels nous 
formons des joints dépend de n, donc de e, et il est impossible de la fixer 
une fois pour toutes au début de la démonstration (ce qui est en fait la clé 
de cette démonstration). 

Considérons maintenant le cas des morphismes de chaînes. Si dimj = 0, 
prenons pour ~&{cj) le générateur correspondant à un sommet de Qj. Si 
dimj = 1, Qj contient une 1-chaîne $(cj) telle que dê(cj) = ê(dcj). Si 
dimj = 2, nous construisons encore Tlj en ajoutant à Qj des cônes sur cer- 
tains de ses sous-ensembles. La chaîne $(cj) fait alors intervenir des chaînes 
coniques vd, joint d'un sommet v et d'une chaîne d € C(Qj,R). Si dimj = 3, 
Hj s'obtient comme précédemment en ajoutant à Zj des cônes sur certains 
de ses sous-ensembles et, dans la définition de "&{cj), apparaissent des chaînes 
vv'd, joint d'un 1-simplexe vv' et d'une chaîne d € C(Qj, R). C'est ici que la 
situation se distingue du cas précédent. En effet, soit vd une chaîne conique, 
et soit v' un sommet distinct de v. La chaîne vv'd a pour bord v'd—vd+vv'dd. 



12 



ROBERT CAUTY 



Ajoutant ce bord à vd, nous obtenons v'd + vv'dd ; cette opération nous per- 
met donc de changer de sommet en ajoutant un terme correcteur qui s'an- 
nule sur les cycles. Grâce à cette simple manipulation algébrique, il n'est pas 
nécéssaire de prendre des joints avec des simplexes de dimensions supérieures 
à un, et le complexe P peut être construit comme indiqué plus haut. Nous 
renvoyons le lecteur à [4] pour la définition de ${cj) et la vérification de la 
relation $d = dû, qui sont assez longues. 

En résumé, c'est une propriété algébrique élémentaire, la possibilité de 
changer le sommet d'une chaîne conique en introduisant un terme correcteur 
nul sur les cycles, qui permet de prouver que les espaces ULC métrisables 
sont des RAV algébriques. Cette propriété n'a aucun analogue homotopique, 
et il existe des convexes métrisables qui ne sont pas des rétractes absolus, ni 
même des extenseurs absolus pour la classe des compacts métrisables. Les 
théorèmes de point fixe pour les fonctions compactes des rétractes absolus de 
voisinage sont de nature homologique et, comme nous le verrons ci-dessous, 
s'étendent aux RAV algébriques. En particulier, le fait que les convexes 
métrisables ont la propriété du point fixe pour les fonctions compactes alors 
que ce ne sont pas nécéssairement des extenseurs absolus pour la classe 
des compacts métrisables est une manifestation en dimension infinie des 
différences de propriétés entre homologie et homotopie. 

3. L'indice de point fixe pour les RAV algébriques 

Dans toute cette section, R désigne un anneau principal. 

Soient X un espace topologique séparé, A un sous-ensemble de X, U un 
recouvrement ouvert de A et (p : S(A,U,R) — » S(X,R) un morphisme de 
chaînes. Un point x de A est appelé un point fixe de ip si, pour tout voisinage 
U de x dans X, il existe une chaîne c G S(V, R)nS(A,U, R) telle que ||</?(c)||n 
V 7^ 0. L'ensemble des points fixes de (p est noté Fix^; ce sous-ensemble 
est fermé dans A. Le morphisme ip est dit compact s'il existe un compact 
C de X telque S(C, R) contienne l'image de ip. Des définitions analogues 
s'appliquent aux homotopies algébriques h : S(A,U , R) — > S(X,R). 

Si / : A — » X est une fonction continue, alors un élément x de A 
est un point fixe de / si, et seulement si, c'est un point fixe du mor- 
phisme /# : S(A,R) — » S(X,R). Les points fixes des fonctions peuvent 
donc être étudiés au niveau des morphismes induits. Cette approche est 
particulièrement adaptée aux RAV algébriques ; suivant [5] , nous indique- 
rons ici comment elle permet de construire dans ces espaces un indice de 
point fixe pour les fonctions compactes. La première tâche est de définir 
l'indice de point fixe des morphismes de chaînes. Nous avons besoin pour 
cela de quelques rappels algébriques. 

Un module (gradué ou non) est de type fini s'il est engendré par un nombre 
fini d'éléments. Un morphisme (p : C —■ C entre .R-modules (gradués ou 
non) est de type fini si son image est de type fini. Le corollaire du théorème 
2 entraîne que si ip : S(Y,U,R) — >■ S(X,R) est un morphisme de chaînes 
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compact, où X est un iï-RAV algébrique, alors Phomomorphisme induit 
par ip sur l'homologie est de type fini. Si ip est un endomorphisme de type fini 
d'un iï-module C, il est possible de définir sa trace. Dans le cas où R est un 
corps, cela est expliqué au §15 de [9]. Si R est un anneau principal de corps 
des fractions Q, la trace de (p est définie comme la trace de l'endomorphisme 
ip <S> id du Q-espace vectoriel Q ®r C. 

Soit X un iï-RAV algébrique. Un morphisme de chaînes ip : S(U,U, R) —?■ 
S(X, R), où U est un ouvert de X et U un recouvrement ouvert de U, sera 
dit admissible s'il est compact et si Fixc^ est un sous-ensemble compact de 
U. De même, une homotopie h : S(U,U,R) — > S(X,R) sera dite admissible 
si elle est compacte et si Fix h est un sous-ensemble compact de U. 

L'indice de point fixe ind(</?, U) d'un morphisme admissible ip : S(U, U, R) — » 
S(X, R) est défini comme suit. Prenons des voisinages ouverts A et B de 
X \ U et Fïxtp respectivement tels que An B = 0, puis un recouvrement 
ouvert V de X vérifiant 

(a) St(3,V)nSt(B,V) = 0, 

(/?) tout élément de V rencontrant X \ A est contenu dans un élément de 
U, 

(7) si V est un élément de V tel que V \ (A U B) ^ 0, alors ||</?(c)|| n 
St(V, St(V, V)) = pour toute chaîne c G 5(V, R). 

La possibilité d'obtenir (7) résulte du fait que tout point du fermé X \ 
(A U B) appartient & U\ Fix ip, donc a un voisinage O qui est contenu dans 
un élément de U et tel que ||<£>(c)|| n O = pour toute c G 5(0, -R). 

Soit C un compact de X tel que S(C, R) contienne l'image de tp. Prenons 
un recouvrement ouvert W de X, un complexe simplicial K, des morphismes 
de chaînes ip : S(X,W,R) -> C(K',R), ( : C(K',R) -> S(X,#) et une 
homotopie /i : «^(X, W, i?) — )■ S(X,R) vérifiant les conditions (a)-(d) du 
théorème 2 relativement à V et O. Définissons un endomorphisme $a du 
groupe gradué S(X,R) en posant, pour tout simplexe singulier a de X, 



L'image de •& est contenue dans S(U, R), donc si Sd\ : S(U, R) — > <5(?7, i?) 
et : S(X, R) — > ^(X, W, i?) sont des opérateurs de subdivision, alors 



est un endomorphisme du module gradué C(K', R). Comme im<p C 5(C, iî), 
la condition (d) du théorème 2 garantit que £ est de type fini, donc A(£) 
est défini, et nous posons 'md(ip, U) = A(Ç), ce qui est justifié par le lemme 
suivant. 

Lemme 1. (i) ind(9?, U) ne dépend pas du choix de A, B, C, V, W, K, ip, 
C, Sd\ et Sd2- 

(ii) Si U' est un recouvrement ouvert de U plus fin que U et si ip' est la 
restriction de ip à S(U,U' , R), alors ind(<//, U) = md(cp, U). 




£ = ip o S<j 2 o ip o Sd\ oi? /i o( 
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Les propriétés de cet indice sont analogues aux propriétés habituelles des 
indices de point fixe des fonctions continues. 

Théorème 4. L 'indice de point fixe pour les morphismes admissibles tp : 
S{U,U : R) — > S(X,R), où U est un ouvert d'un R-RAV algébrique X, a les 
propriétés suivantes : 

(I) (Normalisation) Si U = X, alors \nd{ip,X) = A(</;*). 

(II) (Additivité) Si V\, V2 sont deux ouverts disjoints contenus dans U 
tels que Fixy? C V\ U V2, alors ind(t^, U) = md(tp, V\) + md{(p, V2). 

(III) (Existence) Si md((p, U) / 0, alors Fixcp / 0. 

(IV) (Homotopie) Si (po, ip\ : S(U,U,R) — > S(X,R) sont admissibles et 
s'il existe une homotopie admissible \i : S(U,U,R) — > S(X,R) entre (po 
et (pi, alors ind(<poj U) = md((pi). 

(V) (Contraction) Soit Y un sous-espace de X qui est aussi un R-RAV 
algébrique. Supposons qu'il existe un compact C de Y tel que S(C,R) 
contienne iunp. Si <py '■ S(U H Y,U\U n Y, R) — > S(Y, R) est induit par 
(p, alors md(ip, U) = ind(<£>y, U C\Y). 

L'indice de point fixe pour les morphismes admissibles a aussi une pro- 
priété correspondant à la multiplicativité de l'indice de point fixe des fonc- 
tions. Soient $ : S( . x . , R) -> S( . , R) ® S( . , R) et * : S(.,R)®S(.,R) -> 
S( . x . , R) des morphismes d'Eilenberg-Zilber, c'est à dire des transfor- 
mations naturelles entre bifoncteurs. Pour j = 1,2, soient Xj un iî-RAV 
algébrique, Uj un ouvert de Xj et ipj : S(Uj,Uj,R) — > S(Xj,R) un mor- 
phisme admissible. Le produit X\ x X2 est encore un iî-RAV algébrique 
([4], théorème 4) et ipo = * o (ipi (g) 992) o <î> est un morphisme admissible de 
S(Ui x U2M1 x U21R) dans S{X\ x X2,R). Avec ces notations, nous avons 
le résultat suivant : 

Théorème 5. md(ipo,Ui x U2) = ind(<pi, U\). ind(y>2, ^2)- 

La démonstration de ce théorème nécessite un chemin détourné, l'utilisa- 
tion directe de la définition de l'indice étant ici mal commode : 

1) Soit ip : S(U,U,R) — > S(X,R) un morphisme admissible, où X est un 
iî-RAV algébrique. Si ip est de type fini, alors, avec les notations utilisées plus 
haut, la restriction x de Sd2°^poSdio r â J ^ à S(X, W, R) est un endomorphisme 
de type fini du module gradué S(X,W, R) tel que A(x) = ind(<p, U) ([5], 
lemme 3). Cela permet de démontrer le théorème 5 dans le cas particulier 
où <pi et (f2 sont de type fini, en utilisant le fait que le nombre de Lefschetz 
d'un produit tensoriel de morphismes de type fini est le produit de leurs 
nombres de Lefschetz. 

2) Plongeons Xi comme fermé dans un espace normé E; L . D'après le 
théorème 1 , est un rétracte de voisinage algébrique de Ei , ce qui entraîne 
l'existence d'un ouvert Ui de Ei tel que UiHXi = Ui, d'un recouvrement ou- 
vert tli de Ui tel que Ui\Ui soit plus fin que Ui et d'un morphisme de chaînes 
<Pi : S(Ûi,Ûi,R) -> S(Xi,R) tel que ^15(^,^1^,^) = ipi\S(Ui,Ùi\Ui,R). 
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Le morphisme (pi est admissible et il résulte du lemme l(ii) et de la pro- 
priété de contraction que ind(^, U) = ind((^j, U), ce qui permet de réduire 
la démonstration du théorème 5 au cas où les Xi sont des espaces normés. 

3) Soient U un ouvert d'un espace normé X et ip : S(U,U, R) — > S(X, R) 
un morphisme admissible. Si U' est un ouvert de X vérifiant Fix tp C U' et 
U C U, il existe un morphisme admissible ip' : S(U',U\U', R) — > S(X, R) tel 
que imip soit de type fini et une homotopie admissible x '■ S(U' ,U\U' , R) — > 
S(X, R) entre <p' et la restriction de ip, ce qui achève de ramener la démonstra- 
tion au cas particulier 1). 

Soit U un ouvert d'un espace topologique X. Une fonction continue / : 
U -> 1 est dite admissible si elle est compacte et si Fix/ est un sous- 
ensemble compact de U. De même, une homotopie F : U x / — » X est dite 
admissible si elle est compacte et si {J teI Fix F t est un sous-ensemble com- 
pact de U. Le morphisme /# : S(U, R) — >■ S(X, R) induit par une fonction 
admissible est admissible donc, si X est un .R-RAV algébrique, nous pou- 
vons définir l'indice de point fixe de / en posant ind(/, U) = ind(/#, U). Cet 
indice a toutes les propriétés habituelles d'un indice de point fixe. 

Théorème 6. L'indice de point fixe ainsi défini a les propriétés suivantes : 

(I) (Normalisation) Si U = X , alors ind(/, U) = A(/). 

(II) (Additivité) Si V\, V2 sont deux ouverts disjoints contenus dans U 
tels que Fix / C V 1 U V 2 , alors ind(/, U) = ind(/, Vl) + ind(/, V 2 ). 

(III) (Existence) Si ind(/, U) 7^ 0, alors f a un point fixe. 

(IV) (Homotopie) Si F : U x / — > X est une homotopie admissible, alors 
md(F ,U) = md(F 1 ,U). 

(V) (Contraction) Soit Y un sous-espace de X qui est aussi un R-RAV 
algébrique. Si f(U) est contenu dans un compact de Y et si /y : UC\Y — > 
Y est induite par f, alors ind(/, U) = ind(/y, U (~l Y). 

(VI) (Multiplicativité) Si f\ : U\ — > X\ et f 2 ■ U 2 — > X 2 sont admissibles, 
où U\ et U 2 sont des ouverts des R-RAV algébriques X\ et X 2 , alors 
ind(/i x f 2 , x U 2 ) = ind(/i, C/i). ind(/ 2 , U 2 ). 

(VII) (Commutativité) Soient Uq et U\ des ouverts des R-RAV algébri- 
ques Xq et X\, et soient fo : Uq — > X\ et f\ : U\ — > Xq des fonc- 
tions continues. Si les fonctions /i/o : Uq = / ^ 1 (C r i) — > Xq et /0/1 : 
U[ = fï 1 (Uo) — >■ X\ sont admissibles et si f\ est compacte, alors 
ind(/ 1 /o,^) = ind(/ /i,C/{). 

Les propriétés (I)-(VI) résultent immédiatement des théorèmes 4 et 5. 
Par contre, la commutativité, qui n'a aucun analogue simple et général pour 
les morphismes de chaînes, a une démonstration plus délicate. Notons que, 
contrairement aux constructions habituelles de l'indice, la commutativité 
ne joue aucun rôle dans notre approche de l'indice ; seul est utilisé le cas 
particulier (V), ou plutôt son analogue pour les morphismes de chaînes. 

Une autre propriété importante de l'indice, le théorème mod p, s'étend 
aux RAV algébriques. Si U est un ouvert de X, f : U — » X une fonction 
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continue et m > 1 un entier, nous notons f m la composée de m copies de 
/ ; cette fonction est définie sur un sous-ensemble de U. 

Théorème 7. Soient X un 7L-RAV algébrique, U un ouvert de X , f : U — s> 
X une fonction compacte et U' un ouvert contenu dans U sur lequel f m est 
définie, où m = p k avec p premier. Supposons que S = {x G U' \ f m (x) = x} 
soit compact et que f(S) C S. Alors ind(/ m , U') = ind(/, U') mod p. 

D'après le théorème 3, l'indice décrit dans cette section s'applique en 
particulier à tous les sous-ensembles convexes métrisables des e.v.t. et à 
tous les groupes métrisables localement contractiles. A titre d'illustration, 
le résultat suivant, qui généralise un théorème bien connu de Borsuk, est 
prouvé dans [5]. 

Théorème 8. Soit G un groupe topologique métrisable contractile tel que 
la fonction x h- y x 2 soit un homéomorphisme de G sur G. Soient U un 
voisinage ouvert symétrique de l'élément neutre de G et f : U — > G une 
fonction continue compacte sans point fixe sur U \ U. Si f(x~ l ) = f(x)^ 1 
pour tout x G U \ U, alors ind(/, U) est impair. 

4. Fonctions multivoques et morphismes de chaînes 

Toutes les fonctions multivoques considérées dans cet article seront sup- 
posées faire correspondre à tout point x d'un espace topologique X un sous- 
ensemble fermé non vide F(x) d'un espace topologique Y. La fonction F est 
dite semi-continue supérieurement, ou s. es., si, pour tout ouvert U de Y, 
l'ensemble des x G X tels que F(x) C U est ouvert dans X, et F est dite 
compacte si son image est contenue dans un compact de Y. 

Tous les espaces métrisables considérés dans cette section seront supposés 
munis d'une distance, arbitraire mais fixée et notée d, et si A est un sous- 
ensemble d'un tel espace X, nous poserons B(A, e) = {x G X | d(x, A) < e}. 

Nous n'utilserons dans cette section que des coefficients rationnels, bien 
que la définition ci- après se généralise à des coefficients arbitraires. 

Définition 4. Soient X, Y des espaces métrisables et F : X — o Y une 

fonction multivoque compacte s. es.. Nous dirons que F est approximable par 
des morphismes de chaînes compacts si, pour tout recouvrement ouvert U de 
X et tout e > 0, il existe un recouvrement ouvert V de X et un morphisme 
de chaînes compact ip : S(X, V, Q) — » S (Y, Q) tels que, pour tout V G V, il 
existe U eU contenant V et vérifiant <p(S(V,Q)) C S(B(F(U),e),Q). 

La compacité de F garantit que cette définition ne dépend pas de la 
distance utilisée sur Y. 

Soient X un Q-RAV algébrique et F : X — o X une fonction multivoque 
compacte s. es. approximable par des morphismes de chaînes compacts. Il 
est possible d'associer à F un « nombre de Lefschetz »A(F), mais cette 
définition est un peu inhabituelle. En effet, soient U un recouvrement ouvert 
de X et e > 0, et supposons que, pour i = 1, 2, le recouvrement ouvert Vj et 
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le morphisme de chaînes compact <pi : S(X,Vi,Q) — > S(X,Q) vérifient les 
conditions de la définition 4 relativement à U et e. Soit V le recouvrement 
ouvert de X formé des ensembles V\ Pi V 2 où V\ appartient à Vi et V 2 à V 2 , 
et soit ip[ la restriction de <pi à S(X,V,Q), de sorte que A(^) = A((^«). 
Pour tout rationnel q, soit ip g = qip[ + (1 — q)<f 2 ; c'est un morphisme de 
chaînes compact de S(X, V, Q) dans S(X, Q) (qui, comme nous l'imposons, 
préserve l'augmentation). Pour V = V\ n V2 € V, il existe, pour i = 1,2, 
Ui £ U contenant V* et tel que <Pi(S(Vi,Q)) C S(B(F(Ui),e),Q). Alors 
<^ 9 (£(V, Q)) est contenu dans 

S(B(F(U!), e), Q) + S(B(F(U 2 ), e), Q) C U f/ 2 ), e), Q), 

ce qui montre que V et </? g vérifient les conditions de la définition 4 relative- 
ment à St(U) et e. Si A(y>i*) / A(y>2*), alors 

A(w) = qA(<^i*) + (1 - g)A(<^ 2 *) 
est un rationnel arbitraire. Deux cas sont donc possibles : 

(1) Il existe un recouvrement ouvert Uq, un eo > et un rationnel qo 
tels que, pour tout recouvrement ouvert U plus fin que Uq et tout 
< e < eo, si le recouvrement ouvert V et le morphisme de chaînes 
compact ip : S(X, V, Q) — > S(X, Q) vérifient les conditions de la 
définition 4 relativement à U et e, alors A(<^*) = q$. Nous posons 
alors A(F) = q . 

(2) Pour tout recouvrement ouvert U, tout e > et tout rationnel q, 
il existe un recouvrement ouvert V et un morphisme de chaînes 
compact (p : S(X, V, Q) — > S(X, Q) vérifiant les conditions de la 
définition 4 relativement à U et e et tels que A = g. Nous posons 
alors A(F) = Q. 

Un exemple du deuxième cas est fourni par la fonction F : S 2 -o S 2 
définie par F(x) = {x, —x}. Les fonctions f(x) = x et g(x) = —x sont des 
sélections continues de F, donc, pour tout recouvrement ouvert U de S 2 , 
V = U et la restriction ip de /* ou g* à S(S 2 ,U, Q) vérifient les conditions de 
la définition 4 relativement à U et à tout e > 0, mais A(/*) = 2 / = A(g*). 

Théorème 9. Soient X un Q-RAV algébrique et F : X — o X une /onc- 
tion multivoque compacte s.c.s. approximable par des morphismes de chaînes 
compacts. Si A(F) 7^ 0, alors F a un point fixe. En particulier, F a un point 
fixe si H(X,Q) = 0. 

Démonstration. Si F n'a pas de point fixe, il existe e > tel que d(x, F(x)) > 
3e pour tout x G X. Soit U le recouvrement de X par les boules ouvertes 
B(x,e), x £ X. Soient V et <p : S(X,V,Q) -> 5(X,Q) un recouvrement 
ouvert et un morphisme de chaînes compact vérifiant les conditions de la 
définition 4 relativement à U et e. Pour tout F G V, il existe x G AT tel 
que -B(x,e) contienne F et que S(B(F(B(x, e)), e), Q)contienne <^(5(y,Q)). 
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Pour toute chaîne c G S(V, Q) et tout point a de ||<^(c)||, il existe y G B(x, e) 
et z G -F(y) tels que d(a, z) < e. Nous avons alors 

d(a, x) > d(y, z) — d(a, z) — d(x, y) > 3e — e — e = e, 

ce qui montre que ||</?(c)||nV C ||y(c)|| C\B(x, e) = 0. L'ouvert V ne contient 
donc aucun point fixe de <p et, ceci étant vrai pour tout V G V, <p n'a pas de 
point fixe, donc A(<p) = d'après le théorème 4. Nous sommes donc dans le 
cas (1) et A(F) = 0. □ 

Les deux théorèmes suivants donnent des exemples de classes auxquelles 
s'applique le résultat précédent. Un compact est dit Q-acyclique si son ho- 
mologie de Cech réduite à coefficients rationnels est triviale. 

Théorème 10. Soient X , Y des espaces métrisables et F : X -o Y une 
fonction multivoque compacte s. es. telle que F(x) soit Q-acyclique pour tout 
x G X . Si Y est un Q-RAV algébrique, alors F est approximable par des 
morphismes de chaînes compacts. 

Une fonction multivoque F : X — o Y est dite continue si elle est continue 
lorsque l'ensemble des fermés de Y est muni de la topologie de Vietoris. 

Théorème 11. Soient X, Y des espaces métrisables, q > 1 un entier et 
F : X — o Y une fonction multivoque compacte continue telle que, pour tout 
x G X, F{x) ait une ou q composantes, chacune de ces composantes étant 
Q-acyclique. Si Y est un Q-RAV algébrique, alors F est approximable par 
des morphismes de chaînes compacts. 

La preuve du théorème 10 est implicite dans la démonstration du théorème 
7 de [4], et une modification de cet argument prouve le théorème 11 (cette 
modification est un peu inhabituelle ; en particulier, avec les notations de 
[4], si a est un 0-simplexe de X d'image x et n > 1 est un entier, n(a n ) est 
soit un 0-simplexe de X, soit une combinaison linéaire ^{x\ + ■ ■ ■ + x%) de 
0-simplexes distincts selon que F{x) a une ou q composantes). 

5. Construction universelle et points fixes 

Soit X un compact. Nous construirons inductivement une suite croissante 
de compacts {U n (X)} et des fonctions continues À n : U n -±(X) x U n -i(X) x 
I —■ U n (X) vérifiant X n (x,y, 0) = x, X n (x,y,l) = y et X n (x,x,t) = x quels 
que soient x, y dans U n -\{X) et t dans /. Posons U-i(X) = 0, Uq(X) = X, et 
soit Ao la fonction vide. Supposant U n (X) et X n construits, soit 1Z la relation 
d'équivalence sur U n (X) x U n (X) x / qui, pour tout z G U n (X), identifie 
({z} x U n (X) x {0})(J(U n (X) x {z} x {l})u({z} x {z} x/)à un point et qui 
identifie aussi (x,y,t) à (X n (x, y, t), X n (x, y, t), 0) quels que soient x, y dans 
U n -i(X) et t dans 1. La relation TZ est fermée, donc le quotient de U n (X) x 
U n (X) x I par TZ est un compact, que nous appelons U n +i(X). Nous notons 
[x,y,t] l'image du point (x,y,t) dans U n+ \{X). La fonction z i— >■ [2,2,0] est 
un plongement de U n (X) dans U n+ \(X) par lequel nous identifions U n (X) 
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à un sous-espace de U n+ i(X), et la fonction A n+ i : U n (X) x U n (X) x I — > 
U n +i(X) définie par X n +i(x,y,t) = [x,y,t] est continue, a les propriétés 
souhaitées, et la définition de 1Z garantit que \ n+ \\U n {X) x U n (X) x I = X n . 
Nous munissons U(X) = U^Li U n (X) de la topologie limite inductive de la 
suite croissante de compacts {U n (X)}, et nous pouvons définir une fonction 
X x : U(X) x U(X) x / -> U(X) par X x \U n (X) x U n (X) x I = X n pour 
tout n. La fonction Ax est continue et fait de U(X) un espace uniformément 
contractile. Cette construction a la propriété importante suivante ([6], lemme 
!)• 

Lemme 2. Soient X un compact, Y un espace topologique et u : X — >■ Y 
une fonction continue. 

(i) Si Y est UC, il existe une fonction continue v : U(X) — » Y prolongeant 

u. 

(ii) Si Y est ULC, il existe un voisinage O de X dans U(X) et une 
fonction continue w : O — > Y prolongeant u. 

Soient Y un espace ULC et X un compact de Y. Le lemme 2 nous fournit 
un voisinage ouvert O de X dans U(X) et une fonction continue r : O — > Y 
telle que r(x) = x pour tout x G X. Si / : Y — s> Y est une fonction continue 
dont l'image est contenue dans X, nous définissons une fonction continue 
g : O — ^ O en posant g(x) = f{r{x)) pour tout x G O. Les fonctions 
f et g ont les mêmes points fixes et si /* et g* sont de type fini (ce qui 
est en fait toujours le cas) et si l'anneau de coefficients est principal, alors 
A(/) = A(g) (car si /' : Y — > O est la fonction induite par /, alors / = rof 
et g = f o r). Si F : Y -o Y est une fonction multivoque dont l'image 
est contenue dans X, nous définissons une fonction multivoque G : O — ° O 
par G(x) = F(r(x)). Les fonctions F et G ont les mêmes points fixes et 
G est s. es. (resp. continue) si F est s. es. (resp. continue). En outre, toute 
hypothèse vérifiée par les ensembles F(y), y £ Y, est automatiquement 
vérifiée par les ensembles G(x), x £ O. Enfin, soient U un ouvert de Y et 
f : U — » Y une fonction dont l'image est contenue dans X. Si V = r~ l {U) 
et si g : V — » O est définie par g(x) = f(r(x)), alors g est admissible si / 
l'est. Nous pouvons ainsi réduire tout problème de point fixe pour les espaces 
ULC au cas particulier des fonctions définies sur des ouverts de U(X) et à 
valeurs dans X. 

Pour tout compact X, soit T(X) l'ensemble des topologies métrisables r 
sur U (X) qui sont moins fines que la topologie limite inductive et telles que 
Xx ■ (U(X),t) x (U(X),t) x I — > (U(X),t) soit continue. Chaque élément 
de T(X) induit sur X sa topologie d'origine, donc T(X) = si X n'est 
pas métrisable. Lorsque le compact X est métrisable, les éléments de T(X) 
permettent de ramener les problèmes de point fixe pour les fonctions d'un 
ouvert de U(X) à valeurs dans X à des questions analogues pour les espaces 
ULC métrisables grâce au lemme suivant. 

Lemme 3. Soient X et C des compacts métrisables et V un ouvert de 
U(X). 
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(i) Si f : V — >■ C est une fonction continue, il existe r € T(X) telle que 
f : (V, r) — >■ C soit continue. 

(ii) Si F : V —o C est une fonction multivoque s. es., il existe r G T(X) 
telle que F : (V, r) — ° C soit s. es.. 

L'affirmation (i) est contenue dans le lemme 2 de [6]. L'affirmation (ii) est 
le lemme 1 de [3] quand C = X et V = U{X), mais la démonstration de ce 
lemme s'applique au cas général. 

Notons aussi que le passage de la topologie libre à une topologie métrisable 
r € T(X) pour laquelle une fonction / définie sur un ouvert de U(X) reste 
continue ne change pas les propriétés homologiques de /. Cela résulte du 
fait suivant, qui est un cas particulier du lemme 4 de [6]. 

Lemme 4. Soient X un compact métrisable et r € T(X). Pout tout sous- 
ensemble r-ouvert V deU (X), l'identité de (V, r) dans V est une équivalence 
homotopique faible. 

6. Utilisation des w-systèmes projectifs 

Nous expliquerons dans cette section comment l'utilisation de systèmes 
projectifs particuliers permet de passer des compacts métrisables aux com- 
pacts arbitraires dans l'étude des points fixes de fonctions de U(X) dans 
X. 

Un système projectif d'espaces topologiques sur un ensemble ordonné fil- 
trant A sera noté S = (X a ,pa,A) ( les X a sont des espaces topologiques 
et, pour a < (3, pa Xg — >■ X a est continue ). Nous notons limS la limite 
projective de ce système et p a la projection de limS dans X a . Si B est 
un sous-ensemble filtrant de A, nous notons S|B = (X a ,pa, B) le système 
obtenu en restreignant l'ensemble des indices à -B. Si -B est cofinal dans 
A, nous identifions naturellement lim(S|S) à limS. Si Si = (X a ,pa, A) et 
S2 = (Y a , qa, A) sont deux systèmes projectifs ayant le même ensemble d'in- 
dices, un morphisme de Si dans S2 est une famille de fonctions continues 
f a : X a — >■ Y a , a G A, telle que f a Pa = qafp pour a < (3. Un tel morphisme 
induit une fonction continue lim(/ Q ) de limSi dans limS2- 

Un système projectif S = (X a ,pa, A) est appelé un w-système projectif 
s'il vérifie les conditions suivantes : 

(*) Tout sous-ensemble dénombrable totalement ordonné de A a une 
borne supérieure. 

(**) Pour tout sous-ensemble totalement ordonné B de A admettant une 
borne supérieure (3, la fonction lim a( zB Pa '■ Xp — > lim(S|i?) est un 
homéomor phisme . 

(* * *) Chaque X a a une base dénombrable. 

Un sous-ensemble B d'un ensemble filtrant A est dit fermé si, pour tout 
sous-ensemble totalement ordonné C C B admettant une borne supérieure 
dans A, cette borne supérieure appartient à B. Si S = (X a ,pa,A) est un 
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w-système projectif et si B est un sous-ensemble cofinal et fermé de A, alors 
S\B est aussi un w-système projectif. 

La propriété suivante des w-systèmes projectifs, qui est un cas particulier 
du théorème 3.1.9 de [7], joue un rôle essentiel dans nos arguments. 

Lemme 5. Soient Si = (X a ,pa, A) et S2 = (Y a ,qa,A) deux ou- systèmes 
projectifs de compacts sur un même ensemble d'indices A, et soit f une 
fonction continue de limSi dans limS2- Si, pour tout a € A, la projection 
p a : lim Si — > X a est surjective, alors il existe un sous-ensemble cofinal 
fermé B de A et un morphisme de Si\B dans S2I-B dont la limite est f. 

Tout compact non métrisable X peut être représenté comme limite d'un 
w-système projectif S = (X a ,pa) tel que les projections p a : X —> X a 
soient surjectives. Un tel système peut se construire comme suit. Plongeons 
X dans un cube de Tychonoff I K . Soit A l'ensemble des sous-ensemblcs 
dénombrables de K. Pour a, j3 dans A, posons a < (3 si a est contenu dans 
p. Pour a € A, soit X a la projection de X sur le sous-cube I a et, pour 
a < (3, soit pa : Xp — > X a la restriction à Xp de la projection de I@ sur I a . 

Dans toute la suite de cette section, S = (X a ,pa, A) désignera un oj- 
système de compacts (métrisables d'après (* * *)) de limite X tel que toutes 
les projections p a soient surjectives. Les constructions U n ( . ) et U( . ) décrites 
à la section précédente sont des foncteurs. Nous noterons pa,n '■ U n (Xp) — > 
U n (X a ), Payn : U n (X) -> U n (X a ), pi : U{X p ) U(X a ) et p a : U(X) 
U(X a ) les prolongements naturels des fonctions pi et p a , et nous poserons 
U n (S) = {U n (X a ),pi n ,A) et U(S) = (U(X a ),pi,A). Les foncteurs U n , 
n > 1, commutent aux limites projectives, mais U ne commute pas toujours 
aux limites projectives. Pour tout n, U n (S) est un w-système projectif de 
limite U n (X), et les projections p a ^ n : U n (X) U n (X a ) sont surjectives. 

Soit / : U (X) — > X une fonction continue. Appliquant le lemme 5 à la 
restriction de / à X = Ui(X), nous obtenons un sous-ensemble Ai, co- 
final et fermé dans A et un morphisme (/^) : Ci(S)|Ai — » S\A\ de limite 
f\X. Comme U2(S)\Ai et S\Ai sont des w-systèmes projectifs, nous pouvons 
appliquer le lemme 5 à la restriction de / à U2(X) pour obtenir un sous- 
ensemble A2 de Ai, cofinal et fermé dans Ai, donc aussi dans A, et un mor- 
phisme (/„)agA 2 : ^(S)!^ — *■ S|^2 délimite f\U2(X). Inductivement, nous 
construisons ainsi une suite décroissante {A n } de sous-ensembles cofinaux 
et fermés de A et des morphismes {fa)a&A n '■ U n (S)\A n — > S\A n de limite 
f\U n (X). La condition (*) garantit que B = {~\^ =l A n est cofinal dans A. 
Pour a G B et n < m, nous avons = p n °(f\U n (X)) = (f™\U n (X))o 

Pa,n ; comme p a ^ n est surjective, il en résulte que = f™\U n (X a ), et nous 
pouvons définir une fonction continue f a : U(X a ) — » X a par f a \U n {X a ) = 
/" pour tout n. Pour a < /3 dans B, nous avons alors f a °Pa = Pa° fd- Les 
résultats des sections précédentes impliquent que l'ensemble Z a des points 
fixes de f a n'est pas vide. Evidemment, pa{Zp) C Z a pour a < j3 dans B, 
donc (Z a ,pi\Z/3,B) est un système projectif de compacts non vides dont la 
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limite est un sous-ensemble non vide de lim S|£> = X, et chaque point de ce 
sous-ensemble est un point fixe de /. 

Plus généralement, cette technique a été utilisée dans [6] pour prouver 
le théorème de Lefschetz-Hopf pour les applications compactes des espaces 
ULC. Nous considérons dans ce cas un voisinage ouvert V de X dans U(X) 
et une fonction continue / : V — > V telle que f(V) C X. Nous devons 
construire un sous-ensemble cofinal B de A et, pour a € B, un voisinage 
ouvert V a de X a dans U (X a ) et une fonction continue f a : V a — > V a telle que 
fa(V a ) C X a . Ces éléments doivent vérifier (p a )~ l {V a ) C V, {p P a )~ l {V a ) = 
Vp pour a < fi et f a o (palipa) -1 {V a )) = Pa ° (/|(Pa) -1 (^a))- Comme X a 
est métrisable, A(/ a ) est défini et l'ensemble Z a des points fixes de / Q est 
non vide si A 7^ 0. Il nous faut ensuite vérifier que A(/) est défini et égal 
à A(/ Q ) pour tout a G B. Si A(/) 7^ 0, alors (Z a ,pa\Zp,B) est un système 
projectif de compacts non vides et tout point de sa limite est un point fixe 
de /. La construction des V a utilise le résultat suivant, qui est le lemme 7 



Lemme 6. Pour tout voisinage ouvert V de X dans U(X), il existe ao € A 
et un voisinage ouvert Vq de X ao dans U(X ao ) tel que (Pa )~ 1 (Vo) C V. 

Soit C(X) = X x I/X x {1} le cône de base X. Notons [x,t] l'image 
dans C(X) du point (x,t) de X x / et v = [x, 1] le sommet de C(X). Pour 
a < (3, définissons : C(Xp) — > C(X a ) par ira{[x,t]) = [pa{x),t]. Alors 

C(S) = (C(X a ),iTa, A) est un w-système projectif de limite C(X) ; soit ir a 
la projection de C(X) sur C(X a ). Soit V' un voisinage de X dans U(X) 
dont la fermeture est contenue dans V, et soit 77 : U (X) — > I une fonction 
continue nulle sur V' et égale à un sur un voisinage de U(X) \V. La fonction 
g : U(X) -> C(A) définie par 



est continue. Procédant comme ci-dessus, nous pouvons construire un sous- 
ensemble cofinal B' de A et un morphisme (g a )aeB> '■ U(S)\B' — > C(S)\B' 
tel que g a ° Pa = 9- Prenons ao € A et un voisinage ouvert Vq de X ao 
dans U(X ao ) tels que (p Qo )™ 1 (Vo) C V . Alors fî = {a € B' | ao < 0} est 
cofinal. Pour a G B, soit = (Pq ) _1 (Vo). Identifiant X a à l'image de 
X a x {0} dans C(X a ), nous constatons que g a (V a ) est contenu dans X a et 
prenons pour f a la fonction induite par g a \V a . Le fait que A(/) est défini et 
égal à A(/ a ) est une conséquence facile du résultat suivant, qui est un cas 
particulier du lemme 4 de [6]. 

Lemme 7. Pour tout a G A et tout ouvert O de U(X a ), la restriction de 
Pa à {p a )~ l {0) est une équivalence homotopique faible de (p Q ) _1 (0) surO. 

La technique décrite ci-dessus s'applique aussi aux fonctions multivoques. 
Soit K.(X) l'ensemble des compacts non vides de X muni de la topologie de 



de [6]. 
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Vietoris. Soit P% : K{Xp) — > K{X a ) le prolongement naturel de p a - Alors 

/C(S) = (K.(X a ), Pa , A) est un w-système projectif de limite JC(X) et la 
projection P a : K,(X) — > K,{X a ) est induite par p a . 

Soit F : U (X) — o X une fonction multivoque. Si F est continue, nous 
pouvons, comme précédemment, trouver un sous-ensemble cofinal B de A 
et, pour a € -B, une fonction continue F a : U{X a ) — > JC(X a ) telle que 
F a o p a = P a o F. Si l'ensemble Z a des points fixes de F a est non vide pour 
tout o; € -B, alors Faun point fixe. 

Quand F est seulement s. es., les F a ne peuvent plus s'obtenir de la même 
façon, mais une autre voie est possible. Définissons F a : U(X a ) -o X a par 

(f) F a (x) = p a {F{p-] n {x))) si x G U n {X a ) \ U n -!(X a ), n > 1. 

Grâce au lemme suivant ([3], lemme 4), nous pouvons continuer comme 
précédemment . 

Lemme 8. L'ensemble des a G A tels que F a soit s. c.s. est cofinal dans A. 

Certaines conditions de nature homologique se transmettent aux F a pour 
un sous-ensemble cofinal d'indices. Par exemple, le résultat suivant, dans 
lequel les F a sont définies par la formule (f), résulte du lemme 3 de [3] et de 
la condition (*). 

Lemme 9. Si F est s. c.s. et si les F(x) sont Q-acycliques pour tout x G 
U{X), alors l'ensemble des a G A tels que F a (x) soit Q-acyclique pour tout 
x G U(X a ) est cofinal et fermé dans A. 

Les lemmes 9 et 8 ont été utilisés dans [3] pour prouver qu'une fonction 
multivoque s. c.s. compacte F d'un espace uniformément contractile dans 
lui-même a un point fixe si tous les compacts F(x) sont Q-acycliquesH. 

7. Un EXEMPLE 

La technique de démonstration décrite dans les deux sections précédentes 
est générale. Pour la récapituler et l'illustrer, nous prouverons le résultat 
suivant. 

Théorème 12. Soient Y un espace UC séparé, q > 1 un entier et F : 
Y — o Y une fonction multivoque compacte continue telle que, pour tout 
x G Y , F{x) ait une ou q composantes, chacune de ces composntes étant 
Q-acyclique. Alors F a un point fixe. 



3. L'article [3] a été écrit avant la découverte des RAV algébriques. Comme nous l'avons 
mentionné dans l'introduction, cette nouvelle approche a rendu inutile la correction de 
l'erreur contenue dans [2]. Par conséquent, l'article « Le problème de Schauder ; correction 
et complément >, mentionné dans la bibliographie de [2] ne sera jamais publié. Le cas 
métrisable de la proposition de [2] résulte du lemme 1 de [2] et du théorème 7 de [4], ce 
dernier remplaçant l'utilisation de l'article non publié. 
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Démonstration. Première étape : prouver le résultat quand Y est métrisable. 
Il suffit d'appliquer les théorèmes 3, 9 et 11. 

Deuxième étape : réduction à un cas particulier. Soit X un compact de 
Y contenant F(X), et soit r : U(X) — » Y une fonction continue telle que 
r(x) = x pour tout x G X. La fonction G : U(X) —o U(X) définie par 
G(x) = F(r(x)) vérifie les mêmes hypothèses que -F et a les mêmes points 
fixes. Le problème est donc réduit particulier Y = U(X) et F(Y) C X. 

Troisième étape : prouver le cas particulier lorsque le compact X est 
métrisable. Comme IC(X) est alors métrisable, le lemme 3(i) nous fournit une 
topologie métrisable r G T{X) telle que F : (U(X),t) — > IC(X) soit conti- 
nue, donc F a un point fixe d'après la première partie de la démonstration. 

Quatrième étape : passage des compacts métrisables aux compacts arbi- 
traires dans le cas particulier. Représentons X comme limite d'un w-système 
projectif S = (X a ,pa, A) de compacts métrisables tel que toutes les projec- 
tions p a : X — > X a soient surjectives. Il nous faut trouver un sous-ensemble 
cofinal B de A et un morphisme (F a ) a£ B de U(S)\B dans }C(S)\B tel que, 
pour tout a G B, F a o p a = P a o F et que les F a vérifient les hypothèses 
du théorème. D'après la troisième étape, l'ensemble Z a des points fixes 
de F a sera alors non vide, et tout point de la limite du système projec- 
tif (Z a ,pa\Zp,B) sera un point fixe de F. 

En utilisant le lemme 5 comme indiqué dans la section précédente, nous 
pouvons trouver un sous-ensemble cofinal et fermé A\ de A et un morphisme 
(F a ) aeAl : U(S)\Ai -> JC(S)\Ai tel que F a o p a = P a o F pour tout a G Ai. 
Soit A2 l'ensemble des a G Ai tels que F a (x) ait une ou q composantes 
pour tout x G U{X a ). Montrons que A2 est cofinal et fermé dans A. Notons 
d'abord que si C est un sous-ensemble totalement ordonné de Ai admettant 
la borne supérieure 7, alors la condition (**), appliquée à K(S)\Ai, implique 
que 

F,(x) = lim Pj(F 7 (x)) = lim ^(pj(x)), 

ce qui entraîne que A2 est fermé. De même, nous avons 

F(x) = lim F a (p a {c)) 

aeAi 

pour tout x G U(X). Nous déduirons la cofinalité de A2 du fait suivant : 

Affirmation. Pour tout a G Ai, il existe a* > a dans Ai tel que F a *(y) 
ait q composantes pour tout y G U(X a *) tel que F a (p" (y)) ait plus d'une 
composante. 

Pour prouver cette affirmation, il suffit de montrer que, pour tout entier 
n > 1, il existe 7„ > a dans Ai tel que F ln (y) ait q composantes pour 
tout y G U n (X Jn ) tel que F a (pa"(y)) ait plus d'une composante. En effet, 
puisque A est filtrant, la condition (*) garantit l'existence d'un a* G Ai 
tel que a* > j n pour tout n. Si y G U(X a *) est tel que F a {p° (y)) ait 
plus d'une composante et si n est tel que y appartienne à U n (X a *), le choix 
dz 7„ garantit que F Jn (p^(y)) a q composantes. Puisque F ln (p^(y)) = 
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P^ n (F a *(y)) et que F a *(y) a au plus q composantes, F a *(y) a exactement q 
composantes. 

Fixons un entier n > 1, et soit G n l'ensemble des x G U n (X a ) tels 
que F a {x) ait plus d'une composante. Soient x G G n et z € (p ûî ,n)~ 1 (^)- 
Puisque -F Q (x) = a plus d'une composante, F(z) en a g et, puisque 

F(z) = lim / 3 g ^ 1 Fp(pp(z)), il existe /3 2 > a dans Ai tel que Fp z (pp z {z)) ait 
g composantes ; soient Ki, . . . , ces composantes, et soient 0±, . . . , O q des 
ouverts disjoints de Xp z tels que K, t C Oj pour 1 < i < g. La continuité 
de F entraîne l'existence d'un voisinage F 2 de z dans ?7 n (X) tel que, pour 
tout z' e V z , F(z') C Ui=i ^ et ^0') H Oi 7^ pour 1 < i < g. Le com- 
pact (pa,n) _1 0*0 peut être recouvert par un nombre fini de ces ensembles V z , 
soient V Zl , . . . , V Zr , et il existe un voisinage ouvert W x de x dans U n (X a ) tel 
que (p a , n )~ l (W x ) C Uj=i Soit 7^ G Ai tel que -y x > /3 Zj pour 1 < j < r. 
Si z appartient à (p a ,n)~ 1 (W x ), il existe 1 < j < r tel que z appartienne à 
V^., donc Fp j {pp z .{z)) = Pjj (^7^(^(2))) a g composantes, et l'ensemble 

Fy x {py x (z)) doit aussi avoir q composantes. 

L'ensemble G n est métrisable et séparable, donc peut être recouvert par 
une famille dénombrable {W Xm }™ =l des ouverts W x , x G G n . En utilisant 
(*), nous pouvons trouver 7„ G A\ tel que 7„ > 7 Xm pour tout m. Soit 
y G U n (X-y n ) tel que F a (p2?(y)) ait plus d'une composante, et soit u tel 
que W x „ contienne Pa u (y). La surjectivité de p 7u entraîne la surjectivité de 
P lu ,n ; soit z G f7 n (X) tel que p lu , n {z) (= P 7u (^)) = y- Alors F 7a;u (p£ u (y)) = 
F i Xu {v lxu { z )) a ^ composantes et, comme Ey Wu (p% u (z)) = P^ u {F^ n (y)), 
l'ensemble F ln {y) a aussi q composantes. 

Partant d'un élément arbitraire uq de Ai, définissons inductivement une 
suite {a n } d'éléments de Ai par a n +i = a* n . La borne supérieure (3 de la suite 
{a n } appartient à Ai. Si y est un élément de U(Xp) tel que Fp(y) ait plus 
d'une composante, la relation Fp(y) = lim„ F an (pa n (y)) entraîne l'existence 
d'un n tel que F an (pa n {y)) ait plus d'une composante. Puisque a n+ \ = 
<> F an+1 (pL+iiv)) a al ors q composantes et l'égalité F an+1 {pi n+1 (y)) = 
Pa n+1 (F/3(y)) entraîne que Fp(y) a aussi q composantes. Cela montre que 
j3 appartient à A2. Comme aç, est un élément arbitraire du sous-ensemble 
cofinal Ai, la cofinalité de A2 en résulte. 

Pour achever la démonstration du théorème 12, il suffit de vérifier la 
cofinalité de l'ensemble B des éléments a de A2 tels que, pour tout x G 
U(X a ), chaque composante de F a (x) soit Q-acyclique. Soit B n l'ensemble 
des a G A2 tels que, pour tout x G U n (X a ), chaque composante de F a (x) 
soit Q-acyclique, de sorte que B = DnLi B n et B n+ \ C B n pour tout n. 
Comme l'intersection d'une suite décroissante de sous-ensembles cofinaux et 
fermés de A est encore un sous-ensemble cofinal et fermé, il suffit de montrer 
que chaque B n est cofinal et fermé dans A, ce qui peut se faire en adaptant 
les arguments du lemme 3 de [3]. □ 
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